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Abstract

El Algebra Geométrica es la extension natural del concepto de vector y
de la suma de vectores. Después de revisar las propiedades de la suma vec-
torial, definimos la multiplicacién de vectores de tal manera que respete
el famoso Teorema de Pitdgoras. Varias demostraciones sintéticas de teo-
remas en geometria euclidiana pueden asi ser reemplazadas por elegantes
demostraciones algebraicas. Aunque en este articulo nos limitamos a 2 y
3 dimensiones, el Algebra Geométrica es aplicable a cualquier dimensién,
tanto en geometrias euclidianas como no-euclidianas.

0 Introduccién

La evolucion del concepto de ntimero, el cual es una nocién central en Matemaéticas,
tiene una larga y fascinate historia, la cual abarca muchos siglos y ha sido tes-
tigo del florecimiento y caida de muchas civilizaciones [4]. En lo que respecta
a la introduccién de los conceptos de nimeros negativos e imaginarios, Gauss
hacia la siguiente observacién en 1831: “... este tipo de avances, sin embargo,
siempre se han hecho en primera instancia con pasos timidos y cautelosos”. En
el presente articulo, presentamos al lector las ideas y métodos més elementales
del Algebra Geométrica, la cual fue descubierta por William Kingdon Clifford
(1845-1879) poco antes de su muerte [1], y constituye la generalizacién natural
de los sistemas de nimeros reales y complejos, a través de la introduccién de
nuevos entes mateméaticos denominados nimeros con direccion.

En la Seccién 1, extendemos el sistema de los nimeros reales R para incluir
vectores, los cuales son segmentos de linea con longitud y direccion. Dado que el



significado geométrico de la suma vectorial y de la multiplicacién de vectores con
numeros reales o escalares es bien conocido, damos aqui sélo un breve resumen.
Queremos recalcar que el concepto de vector como un segmento dirigido en
un espacio plano es independiente de cualquier sistema de coordenadas y de
la dimensién del espacio. Es fundamental entender que la posicién de cada
segmento dirigido en un espacio plano no es importante, dado que un vector con
origen en un punto dado puede ser trasladado a cualquier otro punto, mientras
conserve su longitud y direccion.

La Seccién 2 trata del producto geométrico de vectores. Asi como podemos
sumary multiplicar niimeros reales, si queremos ampliar el sistema de nimeros
reales para incluir vectores, deberemos ser capaces de multiplicarlos y sumarlos.
Como guia para entender cémo multiplicar vectores geométricamente, recor-
damos el milenario Teorema de Pitdgoras, mismo que relaciona los lados de
un tridngulo rectangulo. Dejando de lado tnicamente la ley universal sobre la
conmutatividad de la multiplicacién, descubrimos que el producto de dos vec-
tores ortogonales es anti-conmutativo y establece una nueva entidad llamada
bivector. Definimos los productos interno y exterior en términos de las partes
simétrica y anti-simétrica del producto geométrico de vectores, e investigamos
varias relaciones importantes entre estos tres productos.

En la Seccién 3, nos limitamos a las Algebras Geométricas més basicas Go del
plano euclidiano R? y G5 del espacio euclidiano R3. Estas Algebras Geométricas
ofrecen ejemplos concretos y permiten realizar cdlculos basados en los conocidos
sistemas de coordenadas rectangulares en R? y R3, aunque debemos tener en
cuenta las discusiones generales de las secciones anteriores. A finales del siglo
XIX, se libré la gran lucha entre el cuaternion y el Algebra Vectorial de Gibbs-
Heaviside [3]. Mostramos cémo el producto cruz estdandar de dos vectores es
el dual natural del producto exterior de esos vectores, asi como la relaciéon con
otras identidades bien conocidas en el Andlisis Vectorial estandar. Estas ideas
pueden generalizarse facilmente a Algebras Geométricas de mayor dimension
tanto en espacios euclidianos como no-euclidianos, utilizados ampliamente en
las famosas Teorfas de la Relatividad de Einstein [5] y en diversos campos de
las Matematicas [7, 8] y la Ingenieria [2, 6].

En la Seccion 4 abordamos algunas ideas elementales de la Geometria Analitica,
incluyendo la ecuacion vectorial de una linea recta y la de un plano. Presenta-
mos formulas para la descomposicién de un vector en componentes paralela y
perpendicular a una linea y a un plano, asi como expresiones para la reflexién
y la rotacién de un vector en espacios de 2, 3 y méas dimensiones.

En la Seccién 5, la flexibilidad y el poder del Algebra Geométrica se reve-
lan completamente al discutir la proyeccion estereogrdfica de la esfera unitaria
en 2D, centrada en el origen, sobre el plano euclidiano. La proyeccién es-
tereografica, y su generalizacion a dimensiones mayores, tienen profundas apli-
caciones en muchas areas de las Matematicas y la Fisica. Por ejemplo, los
spinors de 2 componentes, fundamentales en Mecanica Cudntica, tienen una
interpretacién directa en la proyeccion estereografica de la esfera bidimensional
[12].

Es notable que a casi 140 anos de su descubrimiento, este poderoso sistema



numérico-geométrico, el complemento natural del sistema de niimeros reales que
incluye el concepto de direccién, no sea universalmente conocido por la comu-
nidad cientifica, a pesar de que han habido muchos desarrollos y aplicaciones
de esta teoria a niveles avanzados en Matemaéticas, Fisica Tedrica y, mas recien-
temente, en Informética y Robética. Creemos que la razén principal de esta
lamentable situacién ha sido la falta de una presentacién concisa y rigurosa en
los niveles béasicos de ensenanza. Por esta razon, prestamos mucha atencién a
la introduccién de los productos interno y exterior, y desarrollamos las identi-
dades basicas de una manera clara y directa, de tal forma que su generalizaciéon
a Algebras Geométricas euclidianas y no-euclidianas de mayor dimensién no
presente grandes obstaculos. Finalmente, damos referencias cuidadosamente
seleccionadas a material mas avanzado, que el lector podra seguir segin sus
propios intereses.

1 Suma geométrica de vectores

Los niimeros naturales se utilizan para expresar cantidades de objetos, como 3
vacas, 4 libras o 5 pasos hacia el norte. Histéricamente, los nimeros naturales se
han ampliado gradualmente para incluir fracciones, niimeros negativos y todos
los nimeros de la recta numérica. Los wvectores, o segmentos de linea dirigidos,
son un nuevo tipo de nimero que incluye la nocién de direccién. Un vector
v = |v|v tiene longitud |v|y direccion unitaria v, como se muestra en la Figura 1,
donde también se ilustra la suma w = u + v.

Sean a, b y ¢ vectores. Cada una de las gréaficas en la Figura 2 muestra una
propiedad geométrica bésica de la suma vectorial, junto con su correspondiente
traduccién algebraica. Por ejemplo, el negativo del vector a es el vector —a,
el cual tiene la misma longitud que el vector a pero direccion u orientacion
opuesta, como se muestra en la Figura 2: 1). Procedemos ahora a resumir las
leyes algebraicas que rigen la suma geométrica de vectores, y su multiplicaciéon
con numeros reales.

(Al) a+(—a)=0a=a0=0 Inverso aditivo de un vector
(A2) a+b=b+a Ley Conmutativa de la suma vectorial
— N
. u v
u
—'
W (
—_
w

Figure 1: Suma vectorial.
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Figure 2: Propiedades geométricas de la suma vectorial.

(A3) (a+b)+c=a+(b+c):=a+b+c Ley Asociativa
de la suma vectorial

(A4) Para toda a € R, aa = ax Los numeros reales conmutan
con los vectores

(A5) a—b:= a+ (—b) Definicidn de la resta vectorial

En la regla (A1), el simbolo 0 representa tanto el vector cero como el escalar
cero. La regla (A4) nos indica que la multiplicacién de un vector con un nimero
real es una operacién conmutativa. Notemos que las reglas para la suma de vec-
tores son las mismas que para la suma de nimeros reales. Aunque los vectores
usualmente se representan en términos de algin sistema de coordenadas, de-
seamos enfatizar que sus propiedades geométricas son independientes de él. En
la Seccion 4 presentamos explicitamente calculos en las Algebras Geométricas
Gy v Gs, empleando los sistemas de coordenadas ortonormales de R? y R3,
respectivamente.

2 Producto geométrico de vectores

El significado geométrico de la suma de vectores se representa en las Figuras 1
y 2,y lo formalizamos a través de las reglas (A1) - (A5). Pero, jqué hay acerca
de la multiplicacién entre vectores? Sumamos y multiplicamos nimeros reales,



ipor qué no podriamos hacer lo mismo con vectores? Veamos cémo multiplicar
vectores de una forma geométricamente consistente.

Recordemos que, para todo vector, a = |ala. Elevando al cuadrado esta
igualdad, obtenemos

a® = (|ala)(|ala) = |aa? = |a”. (1)

En el dltimo paso, hemos introducido una nueva regla que establece que
el cuadrado de un vector unitario da como resultado el escalar +1. Esto es
siempre cierto para vectores euclidianos unitarios, que son aquellos con los que
estamos m4s familiarizados.! Bajo esta premisa se sigue inmediatamente que el
cuadrado de un vector euclideano es igual a su magnitud o longitud al cuadrado,
a? = |a|? > 0, y es cero sélo cuando su longitud es nula.

Dividiendo ambos lados de la ecuacién (1) por |a|?, obtenemos

a a a 1 2)
— = a—— = —a =
a2 fal?  |af? ’
o)
aa l=ala=1
donde ) )
—1 a a
= —_-= — = — 3
YRR T #)

es el inverso multiplicativo del vector a. Por supuesto, el inverso de un vector
sblo esta definido para vectores diferentes de cero.

oL

S

a
Figure 3: Tridngulo rectangulo con lados a+ b = c.

Consideremos ahora el tridangulo rectangulo de la Figura 3. Los vectores
a, b, c a lo largo de sus lados satisacen la ecuacion
at+b=c. (4)

El més venerado teorema de las antiguas Matemaéticas griegas, el Teorema de
Pitagéras, establece que las longitudes |a|, |b|, |c| de los lados de este tridngulo

L Los vectores espacio-temporales de la Teoria de la Relatividad de Einstein, asi como los
vectores en otras geometrias no-euclidianas, tienen vectores unitarios cuyo cuadrado es igual
a —1.



rectdngulo satisfacen la famosa relacién |a|? + |b|? = |c|?. Asumiendo las reglas
usuales de la suma y multiplicacién de niimeros reales, excepto la conmutativi-
dad del producto, elevamos al cuadrado ambos lados de la ecuacién vectorial
(4) para obtener lo siguiente:

(a+b)’=a’+ab+ba+b?=c*> <= |a*+ab+ba+|b]®=|c|?

de lo cual concluimos que ab = —ba. Hemos establecido asi que el pro-
ducto geométrico de dos vectores euclidianos ortogonales a y b debe ser anti-
conmutativo, para que la validez del Teorema de Pitdgoras se mantenga.

Dados los vectores ortogonales a y b, avancemos un paso més y demos a la
nueva entidad B := ab la interpretacién geométrica de un segmento de plano
con direccion, o bivector, siendo su direccién la del plano en el cual se encuentran
los vectores. En la Figura 4 estan representados los bivectores B y su inverso
aditivo ba = —ab = —B. Asi como la orientacién de un vector se determina por
la direccién del segmento de linea, las orientaciones de los bivectores B = ab y
—B = ba se determinan por la orientaciéon de sus lados, como se muestra en la
figura.

S
o
S

Figure 4: Los bivectores ab y ba definidos por los vectores ortogonales a y b.

Hemos dicho que el vector v = |v|V tiene asociados el vector unitario v y
la longitud |v|, y que v? = |v|2. Elevando al cuadrado el bivector B = ab
obtenemos

B? = (ab)(ab) = —abba = —a’b? = —|a|?|b|* = —|B/? (5)

lo que representa el negativo del area encerrada por el rectdngulo cuyos lados
estan definidos por los vectores ortogonales a y b. En consecuencia,

B = BB, (6)

donde |B| = |a||b]| es el drea del segmento de plano dirigido, y su direccién es
la del bivector unitario B = ab, con

B? = (ab)(ab) = a(ba)b = —a’b? = —1



2.1 El producto interno

Consideremos ahora el tridngulo general de la Figura 5, con los vectores a, b, ¢
representando sus lados y satisfaciendo la ecuacién vectorial a+b = c. Elevando
al cuadrado ambos lados obtenemos

A
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=
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Figure 5: Ley de los Cosenos.

(a+b)?=a’+ab+ba+b?>=c®> <= |a?+2a-b+|b]?=|c|

expresion que se conoce como Ley de los Cosenos, en la cual
1
a-b:= §(ab+ba) = |al||b] cos 6, (7)

es el producto interno o producto punto de los vectores a y b. En la Figura 5,
la medida del angulo —7 < # < 7 se considera del vector a al vector b, de tal
forma que

cos = —cos(m — 0) = — cos C = cos(—0),

y asi, el signo del dngulo no es relevante. Notemos que (7) nos permite invertir
el orden del producto geométrico,

ba = —ab+2a-b. (8)

Hasta ahora, para desarrollar el producto geométrico de vectores, hemos
utilizado las reglas usuales de la multiplicaciéon de ntimeros reales, pero no hemos
asumido que la multiplicacién vectorial sea universalmente conmutativa. De
hecho, el Teorema de Pitagoras nos indica que |a|? + |b|? = |c|? se verifica sélo
para el triangulo rectangulo; es decir, cuando a - b = 0 o, equivalentemente,
cuando los vectores a y b son ortogonales y anti-conmutan.

Este es un buen momento para resumir las reglas que hemos desarrollado
del producto geométrico de vectores. Sean los vectores a, b y c,

(P1) a% = |a/? El cuadrado de un vector es su magnitud al cuadrado

(P2) ab = —ba Define el bivector B = ab cuando a y b
son vectores ortogonales



(P3) a(b+c)=ab+ ac Distributividad por izquierda
(P4) (b+c)a=ba+ca Distributividad por derecha
(P5) a(bc) = (ab)c = abc Asociatividad del producto
(P6) ba=0=a0 La multiplicacion de un vector por cero es cero
(P7) ca=aa, for a€R La multiplicacion de un vector con

un escalar es conmutativa

2.2 El producto exterior

Hasta ahora la presentaciéon se ha dado de una manera clara y concisa. El
producto interno de dos vectores se ha identificado como la mitad de su pro-
ducto simétrico. Para descubrir la interpretacion geométrica del producto anti-
simétrico de los vectores a and b hagamos

1 1
ab = _(ab + ba) + j(ab—ba) =a-b+anb (9)

enlacualanb := %(ab —ba) denota el producto exterior (o producto cufia) de
a y b. El producto exterior es anti-simtrico, pues b A a = —a A b. De hecho,
cuando se verifica que a - b = 0, el producto geométrico se reduce al producto

exterior; es decir,
ab=a-b+aAb=aAb=—-ba (10)

Es natural darle a a A b la interpretaciéon de un segmento de plano con
direccion o bivector. Para ver esto claramente, hagamos b = b + b, donde
b = sa, para cierta s € R, es la componente vectorial de b paralela a a,
mientras que b, es la componente vectorial de b perpendicular al vector a.
Calculando ab encontramos lo siguiente:

ab=a(b|+by)=abj+ab, —sa’+ab, =a-b+aAb
Igualando los componentes escalar y bivectorial, obtenemos:
a-b=sa’ and aAb=ab, (11)

Concluimos que a A b = ab, es el bivector resultante del producto de los
vectores ortogonales a y b , mostrados en la Figura 5. El bivector definido por
el paralelogramo orientado a A b, cuyos lado son a and b, tiene exactamente
la misma orientacén y area que el bivector definido por el rectangulo dirigido
ab,,deladosayb;].
Ya hemos establecido que el cuadrado de un vector es su magnitud al cuadrado,

a? = |a]?. ;Qué hay acerca del cuadrado del bivector (a A b)? Utilizando la
relacién (11), encontramos que

(a A b)2 = (abL)2 = —a’b? = —lan b|2 (12)



en concordancia con (5). Si el bivector se encuentra en el plano zy del bivector
unitario ejes, donde los vectores unitarios e; y es se localizan a lo largo de los
ejes ortogonales = y y, respectivamente, entonces a A b = ejz]a||b|sinf, véase
la Figura 6. El producto geométrico en R? y R3 se discutira en la Seccién 3.

Figure 6: Orientaciéon de un bivector. El drea, o magnitud del bivector a A b
es |[a A b| = |a||b]|sind]|, donde —7 < # < 7, y su orientacién es la del bivector
unitario e;es. Notemos que la forma del bivector e1s := ejes no es importante,
solo el plano en el cual se encuentra y su orientacién.

Asi como la suma de vectores genera un vector, la suma de bivectores resulta
en un bivector. La Figura 7 muestra la suma de los bivectores

aAct+bAc=(a+b)Ac,

y asimismo ilustra la propiedad distributiva del producto exterior sobre la suma
de los vectores a y b.

Figure 7: El producto cuna es distributivo sobre la adiciéon vectorial.

2.3 Propiedades de los productos interno y exterior

Dado que el tridngulo de la Figura 5 satisface la ecuacién vectorial

a+b=c,



si aplicamos a ambos lados sucesivamente el producto exterior con los vectores
a,b y c, obtenemos lo siguiente:

aAb=cAb, bha=cAa, and cAha=DbAc

o equivalentemente,
aAb=cAb=aAc

Notemos que el area del tridangulo en cuestién estd dada por %\a A bl, lo cual
es la mitad del drea del paralelogramo a A b, de manera que la tltima ecuacién
refleja la equivalencia entre paralelogramos.

Dividiendo cada término de la dltima igualdad por |a||bl||c| obtenemos:

aAb &Ab aAc laAbl |eAb] Jang|
= = = = =

e[ Jal bl lc| al b

Dados los dngulos 0 < A, B,C <,
|AAD|=sinC =sin(r —C), [¢Ab|=sind, y |aAé¢| =sinB,
de donde se deduce que

sin A _sinB _ sinC
EY |b] |

lo que se conoce como Ley de los Senos, véase la Figura 8.

Figure 8: Ley de los Senos.

En (9), descubrimos que el producto geométrico de dos vectores se descom-
pone en dos partes, una parte escalar simétrica a - b y una parte bivectorial
anti-simétrica aAb. Parece natural preguntarse si el producto geométrico de un
vector a con un bivector b A ¢ tiene una descomposicién similar. Andlogamente
a (9), hacemos

a(bAc)=a-(bAc)+aA(bAc) (13)

donde para este caso,

a~(b/\c)::%(a(b/\c)—(b/\c)a) =:—(bAc)-a (14)

10



es la parte anti-simétrica y
1
a/\(b/\c):za(a(bAc)—i—(b/\c)a) — (bAc)Aa (15)

es la parte simétrica.

Para entender mejor esta descomposicién, consideremos cada parte por sep-
arado. Empecemos con a - (b Ac) = aj(b A c); demostraremos en primer lugar
que

a-(bAc)=(a-b)c—(a-c)b. (16)

Descomponiendo el miembro izquierdo de esta ecuacién, con ayuda de (14) y
(9), obtenemos:

1 1
a-(bAc)= §<a(b Ac)—(bA c)a) = Z(abc — acb — bca + cba).
Descomponiendo el miembro derecho, resulta:

(a-b)c—(a'c)b:%((a'b)c—l—c(zbb)—(a'c)b—b(a~c)>

— i ((ab + ba)c + c(ab + ba) — (ac + ca)b — b(ac + Ca))

1
= z(abc — acb — beca + cba),

lo cual coincide con el miembro izquierdo. La interpretacién geométrica de (14)
se muestra en la Figura 9.

Figure 9: El resultado de a- (b A ¢) es el vector a proyectado sobre el plano de
b A ¢ y rotado 90 grados en él.

En lo que respecta al triple producto exterior (15), debemos demostrar la

propiedad asociativa, aA(bAc) = (aAb)Ac. Descomponiendo ambos miembros
de esta ecuacién, usando (10) y (15), resulta lo siguiente:

an(bAc):= %(a(b/\c) + (b /\c)a) = i(a(bc —cb) + (bc — cb)a),

11



1 1
(aAb)Ac:= 3 ((a Ab)c+clan b)) =1 ((ab —ba)c + c(ab — ba)).
Para finalizar la demostracién, observemos que
1
aNn(bAc)—(aAb)Ac= Z(—acb—cab—l—bca—i—bac)

:%(—(a-c)b—l—b(aw)) =0.

El trivector o volumen dirigido aAb Ac se muestra en la Figura 10. Hay muchas
més identidades similares en Algebras Geométricas multidimensionales [7, 11].

A 18

—

—C

ol

> 8
S

>

ol

GABA (—8) =—aADbAC

Figure 10: El signo del vector ¢ determina la orientacién del trivector aAb Ac
segun la regla de la mano derecha o izquierda.

Ejercicio: Empleando los resultados (15) y (16), demuestre la propiedad aso-
ciativa (P5) del producto geométrico de vectores,

a(bc) = (ab)c

3 Las Algebras Geométricas G, Gy y Gs.

En la seccién anterior, descubrimos dos principios generales para la multipli-
cacién de vectores euclidianos a y b:

1) El cuadrado de un vector es igual a su longitud al cuadrado, a® = |al?.

2) Si los vector a y b son ortogonales entre si, esto es, si el dngulo entre
ellos es de 90 grados, entonces se dice que anti-conmutan entre si, o sea,
ab = —ba y definen el bivector mencionado en (6).

Esas dos reglas generales se mantienen validas para vectores euclidianos, inde-
pendientemente de la dimensién del espacio en que se encuentren.

12



El Algebra Geométrica euclidiana mas simple, que se obtiene extendiendo el
sistema numerico real R al incluir una nueva y unica raiz cuadrada de +1, es el

Algebra Geométrica

Gl = R(e),

donde e? = 1. Entonces, un ntimero geométrico en G; tiene la forma
g =z +ye,

donde z,y € R, y define lo que se conoce como nimero hiperbdlico [9].

Ahora aplicaremos lo que hemos aprendido en general acerca de la adicion y
multiplicacién vectoriales a vectores tanto en el plano bidimensional R? como,
por supuesto, en el espacio cotidiano tridimensional R3. Comencemos con el
plano de coordenadas bidimensional definido por

R? := {(z,y)| =,y € R}. (17)

Superponiendo los vectores unitarios ortonormales {e1,e3} a lo largo de los ejes
coordenados x, y respectivamente, cada punto

(r,y) eR? <+— x=uxe; +yes € R? (18)

se convierte en un vector de posicién x = |x|x del origen al punto en cuestion,
como se muestra en la Figura 11, junto con el circulo unitario. El punto x =
(cos@,sinf) en el circulo unitario S', donde el d4ngulo 6 estd medido desde el
eje x, se convierte entonces en el vector unitario

% = cos(f)e; + sin(f)es.

En la ecuacién (18) hemos abusado de la notacidn, al igualar el punto coordenado
(x,y) € R? con el vector de posicion x = xe; + yes desde el origen de R2.

Z(z,y)

(cosb, sinb)

08

0.6

0.4

)y

0.2 +

0
-08 06 04 -02 @ 02 04 06 08
-0.2 Z)

(1.0)
12 14 16 18 2 22 24

-18 -16 -14 -1.2

-0.4

-0.6

-0.8

Figure 11: El cfrculo unitario S* en el plano xy.

Calculando entonces el producto geométrico de dos vectores

a=(ai,a2) = a1e; +azes, b = (bi,b2) =bre; + byey,

13



en el plano xy, obtenemos
ab = (a1e1 + ageg)(blel + bgeg)

= alble% + a2b2€§ + aibsejes + asbieze;
= (a1b1 + a2b2) + (CL]bQ — agbl)eleg =a-b+aAb, (19)

donde reconocemos el producto interno a - b = ajb; + asby = |a||b|cosf, y el
producto exterior

aAb = (a1by — azby)e;z = erz]al|blsind

para ejs := ejes = e1 A es. El bivector a A b se muestra en la Figura 12, junto
con la demostracion grifica de que |aAb| = |a1bs —agby|, como era de esperarse.

€ I)l

—asa P
b 102 2 1 /2//’

1
2

1
bibs |a1b2— a2b1| Eble
N

b 1 b1a2

— aiq,
a 217 2
(&4

O ai

a2

Figure 12: El producto exterior a A b en 2 dimensiones.

Al introducir los vectores unitarios {e;,es} a lo largo de los ejes coordena-
dos de R? y usar las propiedades del producto geométrico, hemos encontrado
férmulas explicitas para el producto punto y el producto exterior de cualesquiera
dos vectores a y b en R2. Del producto geométrico de los vectores unitarios or-
togonales e; y ey resulta el bivector unitario ejs, mostrado ya en la Figura 6.
Elevando e, al cuadado, obtenemos

el, = (e1es)(e1ey) = —efes = —1,

lo cual, debido a (5) y (12), no debe sorprendernos.
El niimero geométrico mas general del plano euclidiano bidimensional R? es

g =go+ g1€e1 + ge€2 + gseio,

donde g, € R para = 0,1,2,3. El conjunto de todos los ntiimeros geométricos
g, junto con las dos operaciones geométricas de adicién y multiplicacién, con-
stituyen el Algebra Geométrica G, del plano euclidiano R?,

Ga:={g] 9=9g0+gie1+ g2e2+ gzei12} = R(ey,e2).
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Las reglas formales para la adicién y multiplicacién geométrica de nimeros
geométricos en Go son exactamente las mismas que para la adicién y multipli-
cacién de numeros reales, con la excepcion de la conmutatividad universal de
éstos, debido a la anti-conmutatividad natural de los vectores.

El Algebra Geométrica Gy se descompone en dos partes,

Go=G3 + G + G35 =GJ + Gy,
donde la parte par, consiste de escalares (ntimeros reales) y bivectores,
Gy =Gy ={x+yen| z,yc R} =C

y es algebraicamente cerrada e isomorfa al campo de los niimeros complejos C,
y la parte impar,

Gy :=Gi = {x| x=2e; +yey} =R?

donde para z,57 € R, se forman vectores en el plano zy R?. El Algebra
Geométrica Gy unifica el plano vectorial G5 y el plano de los niimeros com-
plejos G en un mismo plano de un sistema numérico geométrico Go.

Al introducir un tercer vector unitario es en R2, a lo largo del eje z, obten-
emos el espacio tridimensional R3. Todas las férmulas hasta ahora encontradas
en R? se pueden entonces extender a R3, y por el mismo proceso se pueden
generalizar a cualquier espacio n-dimensional superior R", donde n > 3. En
general, se puede siempre extender cualquier Algebra Geométrica a dimensiones
superiores, simplemente agregando un nuevo vector unitario anti-conmutativo
y ortogonal a los anteriores, cuyo cuadrado sea +1, [14, 15].

Veamos ahora cémo las férmulas (19) funcionan explicitamente en

R?:={x| x=(z,y,2) = ve1 +yes + ze3}, (20)
donde z,y, z € R. Dados los vectores
a=aje; +ages +azes, b =bie; + bres + bzes,

calculemos
ab = (a1e1 + ases + ageg)(blel + b2€2 + b3e3)

= alblef + a2b2e§ + a3b3e§
+aibseies + azbiese; + asbseses + azbaeses + ajbseres + aszbieze;
= (a1b1 + agbs + azbs) + (a1ba — azbi)ei2 + (azbs — azba)eas + (a1bs — azbi)eis

donde el producto punto o producto interior es
a-b = aib + asbs + aszbs = |a||b| cos b,
y el producto exterior (11) corresponde a

aAb = (albg—agbl)e12+(a2b3—a3b2)e23+(a1b3—a3b1)e13 = |a||b|B sin 6. (21)
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Figure 13: Decomposicién de un bivector en el espacio 3D.

En la Figura 13 se muestran los tres componentes bivectores, los cuales son
proyecciones sobre los planos asociados a los ejes coordenados.

En R3, el producto exterior a Ab se puede también expresar en términos del
ya (desde hace un siglo) conocido producto cruz del anlisis vectorial de Gibbs-
Heaviside, el cual data de una época anterior a la de Einstein. El producto cruz
entre dos vectores a y b estd definido por

€ €2 €3

axb :=det ay ag as = (agbg—agbg)el —(Cblbg—a3b1)62+(a1b2—a2b1)63
b1 ba b3
= |a||b|sinf n, (22)
donde n := |§§§| .

Definiendo el trivector unitario o seudoscalar de R3,
I := ejezes3 = eqo3, (23)
las férmulas (21) y (22) pueden ser combinadas de la siguiente forma:
aAb=1I(axb)=]la||b|sinf In, (24)

como puede verificarse facilmente. Decimos que el vector a x b es el dual del
bivector a A b, o su normal segun la regla de la mano derecha, y ambos se
muestran en la Figura 14. Notemos el uso del simbolo I = e123 para el trivector
unitario o seudoscalar de Gs para distinguirlo de i = eq2, el bivector unitario
de GQ.

Hemos visto en (9) que el producto geométrico de dos vectores se decom-
pone en dos partes, una escalar y una vectorial. Calculemos ahora el producto
geométrico de tres vectores a, b, c.

abc=a(b-c+bAc)=(b-clat+a(bAc)

=(b-clat+a-(bAc)+aAbAc.
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Figure 14: El vector producto cruz a x b es el dual normal segin la regla de la
mano derecha del bivector a Ab = I(a x b). Asimismo, |a x b| = |aADb|.

Este resultado nos muestra que el producto geométrico de tres vectores consiste
en una parte vectorial

(b-c)at+a-(bAc)=(b-c)a+(a-b)c—(a-c)b

y en una parte trivectorial a A b A c.

Dados los vectores
a=aje; +azes +azes, b =bie; + baes + b3es, c = cie; + caez + c3e3,
la parte trivectorial viene dada por

a1 a2 as
aAbAc=det | by by by |eiss = ((a % b) - c)I. (25)
c1 ca ¢

2 3

Al hablar de la base estandar del Algebra Geométrica Gz del espacio euclid-
iano tridimensional R3, nos referimos a

G3 := spanr{l,e;, ez, e3, €12, €13, €23,€123} = R(ey, ez, e3).
Un numero geométrico cualquiera en Gg tiene la forma
g=go+v+B+T,

donde gy € R, v = v1e1 + voes +v3e3 es un vector, B = bisejo + bazeos + biszers
es un bivector, y T = tI, para t € R, es un trivector o elemento de volumen
dirigido. Notemos que no solo el bivector unitario ¢ = ey tiene como cuadrado
i> = —1, sino que también para el trivector unitario I = ej23 se cumple la

relacién 12 = —1, como podemos comprobar con el cilculo siguiente:

I? = (e1eze3)(e1eq0e3) = (e1ez)(erez)es = (—1)(+1) = —1.

Otra propiedad importante del seudoscalar I es que conmuta con todos los
vectores en R3, y en consecuencia con todos los ntimeros geométricos en Gs.
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4 Geometria Analitica

8

Y

o]

|

Figure 15: Descomposicion del vector x en componentes paralela y perpendic-
ular respecto al vector a.

Dado un vector x y un vector unitario a, queremos encontrar una expresion
para x = x| + X, donde x| es paralelo a a y x| es perpendicular a a, como
se muestra en la Figura 15. Usando la ley asociativa y, dado que aa = 1,
obtenemos:

X = (xa)a= (x-a)a+ (xNa)a=x)+xy, (26)

donde
X)=(x-aa y x; =(xANd)a=x—-X|.

Podemos igualmente calcular esta descomposicién haciendo
x =a(ax) = a(a-x) +a(@nx) =x) +x.

Se sigue entonces que x| = (x - a)a = a(x - a), como era de esperarse, y
x; =(xAa)-a=a-(AAnx)=—-a-(xANa),

en acuerdo con (16).

Figure 16: La linea Lx,(a) que pasa por el punto xq en la direccién a.

Uno de los problemas mas simples de la Geometria Analitica es: dado un
vector a y un punto Xg, jcudl es la ecuacion de la recta que pasa a través del
punto xg en la direccién del vector a? La recta Lx,(a) estd dada por

Ly, (a) := {x| (x—x0)Aa=0}.

18



y su ecuacién es
(x—xp)Na=0 <= x=x0+ta,

para t € R, como se aprecia en la Figura 16.

Figure 17: La distancia del punto p desde la recta Ly, (a) es |x — p.

Dada la recta Ly,(a) y un punto p, encontremos el punto x en la recta
Ly, (a) més cercano a p y calculemos la distancia |x — p|. Haciendo referencia
a la Figura 17, y usando la descomposicién (26) para proyectar p — xg sobre el
vector a, encontramos

x = Xo + [(p — Xo) - &la,

y asi, con ayuda de (9) y (26),
x—p=(xo—p)—[(x0—p)-aJa=(xo—p)L, (27)

donde (xo — p) 1 es la componente de xg — p perpendicular al vector a. Usando
(27), la distancia del punto p a la recta es

x = pl = V=P = /(x0— P)2 — ((x0 — P) - 2) = |(x0 — P) 1,

como se muestra en la Figura 17.

4.1 La funcion exponencial y las rotaciones

La funcién exponencial de Euler aparece naturalmente en el producto geométrico
(9). Con la ayuda de (7) y (24), y notando que (In)? = —1, el producto
geométrico de dos vectores unitarios & y b en R? se puede expresar como

ab=a-b+aAb=cosf+ Insinf =", (28)

donde cos @ := a - b. Similarmente,
ba=b-a+bAa=cosf— Insind =e 17, (29)
Sean los vectores unitarios a, f), ¢ en R3. La ecuacién

(ba)a = b(aa) = b = (ad)b = a(ab), (30)
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Figure 18: Sobre la esfera unitaria el arco ab, seguido del arco be, genera el
arco ac.

muestra que, cuando el vector a es multiplicado por derecha por ab = efIn

o por izquierda por ba = e~" éste rota 6 grados en direccién del vector b.
La composicion de rotaciones se puede visualizar como la composicién de arcos

sobre la esfera unitaria. La composicién del arco ab, conectando los puntos a
y b sobre el gran circulo, con el arco b¢, conectando b y ¢, genera el arco ac,
conectando a su vez a y ¢. Simbdlicamente,

abbc¢ := (ab)(b¢) = ac =: ac,
como se muestra en la Figura 18.

Al tomar la rafz cuadrada de ambos lados de las ecuaciones (28) y (29), se
sigue que

ab=e2™ y Vba=e 200
Por otra parte,
b = (ba)a = (Vba)%a = Vba a Vab = e 797043910, (31)
La ventaja de la ecuacién (31) sobre (30) consiste en que ésta se puede aplicar
a rotaciones de cualquier vector x. Para x = x| + x, donde x| se encuentra

en el plano de aAb, y x; es perpendicular a dicho plano obtenemos, con ayuda
de (14) y (15), lo siguiente:

Xrot =V bax \/£ = ¢ 200 (XH + XL)eéglﬁ = e_GIﬁXH +x1, (32)

vea la Figura 19. La férmula (32) es conocida como la representaciéon de medio
dngulo de una rotacién [11, p.55]. Una rotacién puede asimismo ser expresada
como la composicién de dos reflexiones.

4.2 Reflexiones

Un bivector caracteriza la direccién de un plano en el espacio. La ecuacién del
plano que pasa por el origen en la direccién del bivector a A b es

Planog(a Ab) = {x| xAaAb=0}. (33)
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La condiciéon x A a A b = 0 nos indica que x se localiza en el plano del bivector
a A b, es decir,
X = tqa + tpb,

donde t,4,t, € R. Esta ultima expresién es la ecuacién paramétrica de un plano
que pasa por el origen en la direccién del bivector a A b. Si, por otro lado,
deseamos la ecuacién del plano que pasa por un punto dado xy con la misma
direccién que el bivector a A b, tenemos lo siguiente:

Planoyx,(aAb) = {x| (x —x9)AaAb=0}, (34)
con la correspondiente ecuacién paramétrica
X = Xg + tgea + tpb.

Para el caso de un plano en R3, donde x = (7,y,2) y X0 = (20, Yo, 20),
usando (25) y (34), tenemos:

T—xyop Y—Y <— 20
Planox,(a Ab) = {x| det a as as =0},
b1 b b3

expresion equivalente a la bien conocida ecuaciéon de una recta que pasa por un
punto Xg,
(x —%p) -n=0,

donde n = a x b es el vector normal al bivector aAb en el plano, como se ilustra
en la Figura 20.

Dado un vector x y un bivector unitario a A b, podemos descomponer x en
una parte x| paralela a a A b, y otra parte x, perpendicular a a A b. Debido
a la relacién (15), tenemos:

1
xjANaAb= §<x‘|(a/\b)+(a/\b)x||> =0,

Figure 19: La componente paralela x| de x en el plano aAb es rotada ¢ grados,
dejando sin cambio la componente perpendicular x .
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Figure 20: El punto x se encuentra en el plano que pasa por el punto g y posee
la misma direccién que el bivector a A b.

mientras que, debido a (14),
1
x1 - (anb) = i(xJ_(a/\b) - (a/\b)xJ_) =0,

de donde se sigue que las partes paralela y perpendicular de x anti-conmutan y
conmutan, respectivamente, con el bivector aAb. Recordando que (aAb)? = —1,
concluimos entonces lo siguiente:

(aAnb)x(aAb)=(anb)(x+x1)(aAb)=x —x1, (35)

la cual es la férmula general para la reflexiéon de un vector x en un espejo que
estuviera en el plano del bivector unitario a A b.
En el espacio tridimensional R?, el bivector unitario es simplemente

aAb=1I(axb)=In
En este caso, la reflexién (35) toma la forma
(aAb)x(aAb)=—nxn = —n(x; +x1)h = x| — X_. (36)

Dado que una rotacién en R> estd generada por dos reflexiones consecutivas
sobre dos planos con vectores unitarios normales n; y ns, tenemos que

Xyrot = 7ﬁ2(7fl1Xﬁ1)fl2 = (ﬁgﬁl)x(fllﬁg). (37)
Haciendo niny = e%“fﬂ con
. n; X Ny
n=—_—— -,
|n1 X 1’12|

la férmula para la rotacién (37) se convierte en

L R _lora. lern _lera.  lern
Xpor = (Dofy)x(Ayhg) = e 20 Pxe2f0 — ¢ 201“x”629[“

+ x4, (38)

la cual es equivalente a (32).
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Figure 21: Proyeccién Estereografica desde el Polo Sur hasta el plano zy, donde
m=x+e3ym= ﬁ

5 Proyeccion Estereografica y un poco de Mecanica
Cuantica

Como una demostracion final de la flexibilidad y potencia del Algebra Geométrica,

discutiremos la proyeccién estereografica desde la esfera unitaria S? C R? hacia

R2, definida por
S%.:={al a’=1y acR3}.

El mapeo x = f(a) € R? que define la proyeccién estereografica es

2

a+e;s

x = f(a) := —e3, donde ac S? (39)
y se muestra en la Figura 21. En la Figura 22 se muestra un corte 2D en el
plano del gran circulo definido por los puntos ez, a y el origen.

La proyeccién estereografica es un ejemplo de mapeo conforme, es decir, una
transformacién que preserva angulos, y tiene aplicaciones muy importantes en
Matematicas, Fisica y, recientemente, en el drea de Robética [2, 10].

Al trabajar con la ecuacién (39), resulta conveniente introducir la nueva
variable m = x + ez, con la cual el mapeo toma la forma mas simple

2 2a+e;) ates
ates (a+e3)? 1+a-es

m = (40)
El efecto de este cambio de variable es el de mapear cada punto x € R? al
correspondiente punto m sobre el plano Planoe,(e12) que pasa por el punto es
y es paralelo a R? = Planog(e12). Notemos que

a+es )_1

esm=es- (7o
€3

y, resolviendo la ecuacién (40) para & obtenemos, con ayuda de (3) y (8), lo

siguiente:
. 2
a=——e3= m_1(2—me3)
m
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Figure 22: Un corte 2D en el plano del gran circulo a través de los puntos es, a
y —aen S2.

. (2 + esm — 2e3 - m) = meszm. (41)

m|

Asimismo, encontramos que
a= l'i'legl'il = (Ii’leg)63(egri’l) = (—Irh)eg(hh), (42)

lo cual nos muestra que el vector unitario a se obtiene por la rotacién de ez en
el plano m A ez con un angulo de 26, donde cos# := e3 - m o, equivalentemente,
por una rotacién de es en el plano Im con un angulo de 7.

La Mecanica Cuantica presenta muchas propiedades sorpresivas, asombrosas
y casi magicas, que desafian la mecanica cldsica de nuestra experiencia diaria.
Si en un instante dado, el spin de un electréon se encuentra en un estado cudntico
a € S? debido a la accién de un campo magnético intenso, entonces la proba-
bilidad de observar el spin del electrén en el estado b € 52 un instante después
es

. 1 s (m, — my)?
+ — _ a
p’f‘obé(b) = 5(1+ab)—1—TIrlg, (43)

donde

.2 i

A= ——e; y b=— —e,

m, my

ver [13, 16].

Por otro lado, la probabilidad de emisidn de un fotén por parte de un electron,
preparado en un estado de spin b y forzado a cambiar al estado a por la accién
de un campo magnético, es

m, —m 2
prob; (b) := %(1 —a-b)= (ma —m,)” (44)

212
mgmy
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Cualquiera que sea el instante de emision del foton, éste tiene exactamente
la misma energia, independientemente del angulo 6 entre los estados de spin a
y b, [17, 18].

En la Figura 23 se muestra una grafica de esas dos funciones de probabilidad.

Las igualdades (43) y (44) muestran que probéi(f)) estd directamente rela-
cionada con la distancia euclidiana entre los puntos m,, m, € Planoe, (€12).

El caso para el cual

m,=m=x+e3, b=-a, y mb:mj_:—;—i—eg

se muestra en la Figura 22.

|—— 1/2*(1+cos(theta))

|—— 1/2*(1-cos(theta))

Figure 23: Las funciones p?"obéljE (E)) El angulo 0 < 6 < 7 se encuentra entre los
vectores unitarios a y b.
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